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AUDIO "MATEMATICA AO PE DO OUVIDO”
Episodio 1: FRACTAIS

Introducao

O audio Fractal, do programa “Matematica ao Pé do Ouvido”, apresenta situagdes
que podem desencadear discussdes sobre Geometria Fractal (geometria ndo-euclidiana),
progressdes geométricas, funcdo exponencial e as relacdes destes temas com a natureza
e com a musica.

A partir de sua audicdo, espera-se despertar no aluno a curiosidade para realizar pes-
quisas sobre a relacao existente entre a Matematica e a Musica. A relevancia desta rela-
¢ao justifica-se pela aprovacao, no dia 28 de Maio de 2008, do Projeto de Lei 2732/2008,
que determina a obrigatoriedade do ensino musical na Educagdo Basica. Desta forma,
pretende-se apontar novas praticas pedagdgicas para auxiliar a exploracao da musica nos
processos de ensino e de aprendizagem.

Objetivos

* Reconhecer autosemelhanca na natureza;
e Compreender o que é um fractal;

* Estabelecer relagbes entre a Matematica e a Arte, nomeadamente entre a geometria
nado euclidiana (geometria fractal) e a musica;

e |dentificar as caracteristicas de um fractal;

e Conceituar uma Progressao Geométrica (PG);
e Relacionar PG com fractal;

e |dentificar PG na musica.

e Representar graficamente uma PG.

Sugestao de Atividades

Atividade 1

Ap6s a audicdo da entrevista, o professor pode propor a identificagdo da auto-seme-
Ihanca na natureza, a partir de imagens ou de objetos. Existem varias plantas que pos-
suem a caracteristica de auto-semelhanca dos fractais. O audio cita duas delas: a samam-
baia Renda Portuguesa e a couve-flor.

i
!*” Figura 1 - Samambaia

http://www.educ.fc.ul.pt/icm/
icm99/icm43/exempl_f.htm




A samambaia da Figura 1 é composta de um talo central com varias ramifica¢ées. Cada
uma destas ramificacdes também é um talo central com varias ramificacdes e assim por
diante. Cada parte da samambaia representa o todo, caracteristica de auto-semelhanca
dos fractais.

Figura 2 — Couve-flor

Contudo, os objetos da natureza ndo sao verdadeiramente fractais, pois eles ndo aten-
dem a todas as propriedades dos fractais, como a de ser infinitamente complexos.

As principais propriedades que caracterizam os fractais sdo a auto-semelhanca a
complexidade infinita e a sua dimensao.

A auto-semelhanca é a simetria observada em diversas escalas. Caracteriza-se por
cada pequena porc¢ao do fractal poder ser vista como uma réplica de todo o fractal numa
escala menor.

A complexidade infinita esta relacionada com o fato de o processo gerador dos frac-
tais ser recursivo, tendo um numero infinito de iteracoes.

A dimensao dos fractais, ao contrario do que sucede na geometria euclidiana, nao é
necessariamente uma quantidade inteira. Com efeito, ela pode ser uma quantidade fra-
cionaria. A dimensdo de um fractal representa o grau de ocupacao deste no espaco, que
tem a ver com o seu grau de irregularidade.

Outras plantas que possuem essa caracteristica sao:

Russélia ( planta pendente) Bambu Mosso
Aspargolmperial (arbusto)

Nandina (uma arvore de mais ou menos 2,5m)
Podocarpos (lembra o pinheiro)

Léa Rubra (arvore)

Léa Verde (arvore)

Shinus Mollis (tipo de chorao)

Seria interessante o professor levar os alunos a uma loja especializada em plantas para
visualizarem estas espécies.

Em um segundo momento, no laboratério de informatica, reunidos em grupos confor-
me os computadores disponiveis, os alunos podem pesquisar os fractais mais elaborados
e gerados por computador, quais sejam:



Conjunto de Mandelbrot

(http://cftc.cii.fc.ul.pt/PRISMA/capitulos/capitulo2/modulo4/topico10.php, este site tem
um video muito bom que deve ser visto),

Conjunto de Julia

(http://www.google.com.br/search?hl=ptBR&g=conjunto+de+j%C3%BAlia&btnG=Pes
quisar&meta=),

Triangulo de Sierpinski
(http://cftc.cii.fc.ul.pt/PRISMA/capitulos/capitulo2/modulo4/topico4.php) ,
Curva de Koch
(http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm43/exempl_f.htm ), entre outros.
Atividade 2

Apos a visita ao laboratério, o professor pode colocar aimagem de um quarteto de cordas.

Figura 3 — Quarteto de cordas
http://zerohora.clicrbs.com.br/
rbs/image/3978376.jpg

Da esquerda para a direita temos os seguintes instrumentos: violino, outro violino,
violoncelo e viola.

O professor pode levar, ou pedir para que alguns alunos levem, um violdo para a sala
de aula, com o objetivo de representar as diversas divisdes da corda do violoncelo com
uma das cordas do violao. Ele pode pedir a um dos alunos que meca o comprimento da
corda do violdo (a medida deve ser feita de um cavalete ao outro).



L

cavalete

cavalete

Digamos que esta corda inicial tenha comprimento L

Figura 4 - Violdo

O professor pode pedir para um aluno pincar a corda, colocando-a para vibrar em toda

a sua extensao.

Figura 5 - Corda de
comprimento L

Depois, o professor divide esta corda ao meio e toca uma de suas metades. Este som

soara uma oitava acima e tera comprimento %2 L.

Figura 6 - Corda de
comprimento L/2

Os sons que escutamos no audio referem-se as notas dé1 e dé2
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Figura 7 - Escala Musical de
oito sons de d61 a d62



No violao, se a corda pincada foi a mais grave e se este estiver afinado nos parametros
normais de afinacdo (mi, 13, ré, sol si, mi), a nota mais grave é o mi1 e os sons ouvidos
serdo os das notas mi 1 e mi2.
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Figura 8 - Escala Musical de
oito sons de mi1 a mi2

Ao fazermos a divisdo ao meio, executamos o procedimento uma vez. Dizemos que
esta é a iteracao 1.

A segunda oitava tera comprimento 2. %2 L =(2) 2| Estaéa iteracado 2. O procedi-
mento foi feito 2 vezes.

A terceira oitava terd comprimento Y2 (%2) 2L =("2) 3L Estaéa iteracao 3.

E assim por diante, as oitavas sucessivas sdo geradas pelas iteracdes da funcdo % L,
obtendo-se a seguinte sequéncia numeérica:

1

RN L
4 8

As oitavas, portanto, sdo geradas por uma progressao geométrica de razdo 2. Des-
se modo, ao iniciarmos esta sequéncia com a corda dé do violoncelo, que tinha compri-
mento aproximado L de 68cm, a sequéncia sera: {68, 34, 17, 8,5, ...} .

O professor pode trabalhar todos os conteudos de PG (razdo, termo genérico, etc.)
com esta sequéncia e com a sequéncia obtida por meio da corda do violdao. Num segundo
momento, pode trabalhar com a sequéncia

genérica (L. 1L} 1L, %L ..} em funcdo de L.

Atividade 3

Nessa atividade propomos o trabalho com a representacao grafica: Comprimento da
corda X Iteracao:

Figura 9 - Grafico do
Comprimento da corda X
Iteracao



O grafico pode ser feito no programa Geogebra. (o download pode ser obtido gratui-
tamente a partir do site http://www.geogebra.at/)
As sucessivas divisdes ao meio geram os seguintes comprimentos de corda:

| Figura 10 — Segmentos que
representam comprimentos
da corda

—
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Os segmentos a, b, ¢, e d possuem comprimento 68, 34, 17 e 8,5 respectivamente. Cada
um é obtido a partir da divisdo do anterior por dois, uma construcao fractal que gera in-
tervalos de oitava em musica.

Além desta sequéncia ser uma Progressao Geométrica, € também o conjunto imagem
da funcdo exponencial f(x) = (1/2)X.L, x= N . Avariavel x é um expoente, por isso fun-
¢do exponencial. Uma progressao geométrica é uma funcdo exponencial cujo dominio é
o conjunto dos numeros naturais.

Atividade 4

O professor pode propor a seguinte questao:

1
. ALy A
O nUumero &z ~ vai ser um termo desta sequéncia.
Quantas vezes teriamos que dividir a corda para obter esta fracdo?

Resposta: O numero de vezes que a corda deveria ser dividida seria dado pelo calculo
de um logaritmo: |oq, (L), cujo resultado é 6.
3 64
Isto porque a funcdo inversa da exponencial é a logaritmica. Desse modo, deveriamos
dividir a corda pela metade 6 vezes.

Atividade 5

Além do comprimento, o professor pode trabalhar com a frequéncia das notas. O do1,
que é a nota com a qual iniciamos o fractal no dudio, tem a frequéncia aproximada de
65 Hertz. Isto significa que esta corda vai fazer 65 oscilacdes completas em um segundo.

O que é uma oscilagao?

Resposta: Para uma corda gerar um som ela precisa ser pincada. Ao ser pin¢ada ela
se distende até um ponto limite, volta passando pela posicdo de repouso, vai até o lado
oposto na posicao limite e volta a posicdao de repouso. Esta € uma oscilagao completa.
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A frequéncia é determinada pelo numero de oscilacdes completas da corda em um segundo.

A corda que gera a nota dé, ao ser dividida pela metade, gera um som que possui o dobro
da frequéncia, ou seja, duas vezes 65. Esta metade, por sua vez, ao ser dividida ao meio gera um
outro som cuja frequéncia sera 2.2.65, e assim por diante.

Entdo podem ser gerados fractais de oitavas levando em consideracdo o comprimento da
corda ou a frequéncia. No caso do violoncelo, a primeira é representada pela funcdo exponen-
cial f(x)=(12)

x.68, sendo f(x) o comprimento da corda e x a iteracdo. A segunda pela fun¢do exponencial
g(x)=2x.65, sendo g(x) a frequéncia e x a iteracao.

O professor pode explorar os graficos destas duas func¢des, relacionando-os com suas equa-
¢Oes e verificando qual é crescente e qual é decrescente, o que isso implica nas equacdes, etc.

O professor encerra a atividade com uma sintese do que foi estudado e sugere estudos que
ficaram em aberto.

Avaliacao

A avaliacdo pode ser realizada durante todo o desenvolvimento das atividades, por
meio de questionamentos como os sugeridos anteriormente. O professor pode aproveitar
as respostas dos alunos para fazer as intervencdes que julgar necessarias.

Sugestoes de sitios

Os sitios a sequir podem oferecer interessantes motiva¢des para pesquisas:
http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm14/: O mundo magico dos Fractais;

http://www.insite.com.br/fractarte/: Janelas para o Infinito -Exposicdao de Fractais.
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